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CIV 403 – Sistemas Estruturais

_________________________________________________________________________________________________________________

2.8 - Pilares

Os pilares também são elementos estruturais conhecidos e utilizados desde os tempos mais remotos, tendo sido empregados com arte, e muito bom gosto, nos templos egípcios, gregos e romanos, bem como em construções habitacionais. Executados inicialmente em pedra e madeira, com o advento do ferro fundido, do aço e do concreto, adquiriram novas formas e seções, limitadas quase que tão somente pela criatividade do projetista.

Assim como as vigas, as seções mais empregadas são a retangular, a quadrada (que pode ser considerada como um caso particular da seção retangular), a circular e a em "I". A escolha da seção, quando não condicionada por questões arquitetônicas, justifica-se pela facilidade de execução de formas, da armadura e do lançamento do material. Quando executadas em madeira, pode ser possível a utilização de seções maciças, mas somente quando for possível obter as seções previstas diretamente das serrarias, o que costuma encarecer bastante o produto. Para diminuir este custo, costuma-se utilizar seções obtidas a partir das seções comerciais retangulares, formando-se seções em "I", "T", ou caixão.

Quando o material utilizado é o aço, é comum o emprego de seções formadas por um ou mais perfis comerciais, ligados convenientemente entre si, ou então seções formadas por várias chapas, soldadas entre si, dando origem a seções em "I", "C", "T" ou caixão.

2.8.1 - Flambagem elástica
Como já foi visto em Resistência dos Materiais, os elementos estruturais, quando comprimidos, podem apresentar o fenômeno conhecido como flambagem, que consiste na perda da estabilidade. Relembrando este conceito, seja o pilar da figura abaixo, em equilíbrio para uma posição ligeiramente deslocada, onde:
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Fazendo-se 
[image: image3.wmf]EI

/

P

k

2

=

 obtém-se:


[image: image4.wmf]0

y

k

"

y

=

+



Trata-se de uma a equação diferencial, cuja solução geral é:
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Impondo-se as condições de contorno 
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, cuja solução é 
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 é um número positivo e inteiro, resultando na indeterminação da constante 
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Para obter-se o menor valor de P, faz-se 
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Com a mudança das condições de contorno, surgem diferentes valores para 
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, que podem ser referenciados ao já deduzido, através da correção do comprimento real para o comprimento efetivo de flambagem.

Fazendo-se fl = k , obtém-se: 
[image: image21.wmf]/

I

E

P

2

r

c

p

=

(k)2, sendo os valores de k estão apresentados na figura abaixo.
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Pode-se concluir, pela figura acima, que o comprimento de flambagem representa a distância entre os pontos de inflexão da linha elástica do elemento estrutural.

Uma discussão interessante na flambagem é a determinação dos deslocamentos após a força aplicada atingir o valor crítico. Na forma utilizada, a constante 
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 resultou indeterminada, uma vez que foi utilizada uma expressão aproximada para a curvatura.

Dentre os diversos procedimentos utilizados com esta finalidade, destaca-se um, de fácil visualização e entendimento, que não envolve procedimentos algébricos complicados.

Vamos analisar o comportamento do pilar da figura ao lado, infinitamente rígido, com comprimento , elasticamente engastado na base através de uma mola de coeficiente  constante 
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, e submetida a uma força 
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 vertical, cujo valor parte de zero e cresce lentamente.
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Em um determinado instante do carregamento ocorre um deslocamento transversal 
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, no topo da barra. Nessa situação, as condições de equilíbrio permitem escrever:
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Caso a barra permaneça na posição deslocada, tem-se 
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 da igualdade anterior, obtendo-se 
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Considerando-se pequenos deslocamentos, pode-se fazer 
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Caso a barra permaneça em equilíbrio, na posição deslocada, 
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, porém o valor do deslocamento continua indeterminado. Caso retorne à posição vertical, conclui-se que 
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, na situação de equilíbrio será:
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Como 
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Fixando-se valores para a relação 
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Com estes valores é possível traçar-se o gráfico de von Karman, onde 
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, existindo um valor bem definido de 
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Evidentemente, os altos valores de 
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 nesse ponto. Portanto, 
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 pode ser considerado como o valor que leva a barra ao colapso, pois os deslocamentos correspondentes a valores maiores são incompatíveis com a utilização prevista para as estruturas em geral.

2.8.2 - Flambagem inelástica
A expressão encontrada para 
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, no item anterior, somente é válida no intervalo em que as tensões atuantes são menores que a tensão de proporcionalidade 
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 do material, que é a tensão que limita o campo de validade da Lei de Hooke. Para valores superiores a 
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, a expressão conduz a valores que podem, inclusive, ultrapassar a tensão de escoamento.

Na região onde o valor de 
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 é ultrapassado pela tensão de Euler, a determinação do valor crítico pode ser feita pela teoria do módulo tangente, de Engesser, ou pela teoria do duplo módulo, de Engesser e von Karman. Entretanto, as normas mais recentes preferem interpolar uma parábola do 2º grau, que conduz a resultados muito próximos dos observados experimentalmente, e de resolução muito mais simples.

Para esta interpolação, observando-se a figura acima, tem-se:
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Finalmente:
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Porém, 
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Portanto, determina-se 
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, que será então a tensão crítica, observando-se que:
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2.8.3 - Flexo-compressão
O estudo do comportamento de uma barra submetida a uma força de compressão e forças que produzem flexão, também chamada flexão composta, é essencial para os dimensionamentos da prática, tanto para barras metálicas, como em madeira, concreto armado ou outros materiais estruturais.

Nos itens anteriores, a força de compressão foi considerada coincidente com o eixo da barra mas, na prática, existem excentricidades acidentais, ou mesmo construtivas, que alteram substancialmente o comportamento da barra à compressão.

Vejamos, inicialmente, um caso bem simples, mostrado na figura a seguir, onde, como no caso anterior, a barra é rígida e engastada elasticamente na base, através de uma mola de coeficiente constante 
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Admitindo-se que os deslocamentos sejam pequenos, 
[image: image90.wmf]q

@

q

sen

 e 
[image: image91.wmf]1

cos

@

q

, obtendo-se, da igualdade de momentos:


[image: image92.wmf]/(

k

P

q

=


[image: image93.wmf])

q

+


Procedendo-se como anteriormente:
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Adotando-se, por exemplo, 
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Os valores obtidos permitem o traçado do gráfico de von Karman, no qual observa-se que o valor de 
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 cresce quando 
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Entretanto, esta é uma expressão aproximada. Para obter-se uma solução mais precisa, partindo-se da solução aproximada
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e fazendo-se 
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 ou, dividindo-se e multiplicando-se o segundo membro por 
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sendo 
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 denominado "fator de amplificação" dos deslocamentos.

Este mesmo fator pode ser encontrado na equação do momento final, ou seja, fazendo-se 
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Voltando à expressão exata de 
[image: image116.wmf]P

,
[image: image117.wmf](

P


[image: image118.wmf]q

=

q

+

q

k

)

cos

.

e

sen

 e lembrando que 
[image: image119.wmf]/

k


[image: image120.wmf]r

c

P

@

, tem-se:


[image: image121.wmf]/

e

(

/[sen

P

/

P

r

c

+

q

q

=


[image: image122.wmf]]

cos

)

q


e, mais uma vez, calculando-se as relações para 
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sendo o gráfico de von Karman representado como na figura a seguir.

O gráfico permite concluir que o comportamento de uma barra flexo-comprimida é bem diferente do comportamento sobre compressão simples, uma vez que a flechas crescem continuamente, desde o início do carregamento. Porém, mais uma vez, é importante lembrar que os valores que interessam, na prática, estão limitados pelos deslocamentos obtidos. Em uma situação real, não se pode aceitar inclinações do elemento estrutural, superiores a 2 ou 3 graus, em relação à posição inicial, embora na elaboração dos gráficos tenha sido utilizada uma relação 
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Recalculando-se os valores para 
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Lançando-se esses valores no gráfico de von Karman, observa-se apenas a variação da curva, mas as conclusões sobre o comportamento permanecem inalteradas.

2.8.4 - Amplificação de solicitações
No item anterior observou-se que os deslocamentos da flexão podem ser majorados quando combinados com solicitações de compressão, estudando-se o caso de uma barra submetida a compressão excêntrica. Vejamos, agora, o que acontece quando uma barra sob flexão é solicitada por uma força de compressão.

Nessa condições, o momento máximo que pode ocorrer, será:
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 = momento inicial, devido à flexão simples
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 = excentricidade na aplicação da força de compressão, no caso, igual ao valor da flecha inicial.

A expressão anterior pode ser colocada sob a forma
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onde 
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 será o fator de amplificação de momentos, que pode ser posto na forma
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Considerando-se que 
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Multiplicando-se e dividindo-se o último termo do parênteses por 
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Fazendo-se 
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Buscando-se uma visualização destas deduções, seja o caso de uma viga simplesmente apoiada, com vão , submetida a uma força 
[image: image145.wmf]F

, aplicada no meio do vão, e a uma força de compressão 
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Nesse caso: 
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Aplicando-se as expressões deduzidas, encontra-se:
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Fazendo-se 
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 variar desde 0,1 a 1,0 encontra-se, para 
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[image: image156.wmf]a

:

P/Pcr
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0


1,1111
1,2500
1,4286
1,6667
2,000
2,5000
3,3333
5,00
10,000

[image: image157.wmf]¥




1,0914
1,2056
1,3525
1,5483
1,8225
2,2338
2,9192
4,29
8,4025


2.8.5 - Equações de interação
As equações de interação, entre solicitações de flexão e de compressão, já foram objeto de estudo, na Resistência dos Materiais, mas serão analisadas aqui, sob o novo enfoque da amplificação das solicitações.

Na verificação do escoamento, sem instabilidade, tem-se:
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Dividindo-se, membro a membro, por 
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Fazendo-se 
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 esforço normal de tração (ou de compressão) que, atuando isoladamente, leva a seção ao escoamento, ou a atingir um limite pré-estabelecido e 
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 momento fletor que, isoladamente, leva ao escoamento, ou a um limite pré-estabelecido, as fibras extremas da seção, tem-se:
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A verificação da estabilidade, em um elemento flexo-comprimido pode ser feita por intermédio de uma outra equação de interação, totalmente análoga a esta, fazendo-se:
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Como 
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c

s

 pode assumir valores diferentes para as duas solicitações, divide-se cada termo por este valor crítico, obtendo-se:
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Fazendo-se 
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 força crítica que, atuando isoladamente, pode levar a barra à flambagem, ou a atingir um limite pré-determinado, 
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 momento fletor que provoca flambagem lateral da barra, ou a leva a um limite pré-determinado e 
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 momento final, considerando a amplificação devida à compressão normal causada por P, no plano onde ocorre 
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Nos casos onde ocorre flexão nos dois planos principais, acompanhadas de compressão, as equações podem ser escritas:
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